
数理统计 week 7

学业辅导中心

学业辅导中心 数理统计 week 7 1 / 29



估计量的评价方法

上节讨论的方法勾画出求参数点估计量的技术轮廊. 不过这里产生了一
个困难,就是我们通常对一个问题可以应用不仅一种方法,这就使我们时
常面临在这些估计量之间进行选择的任务. 当然有可能不同的求估计量
的方法导致相同的答案,这时我们评价稍许容易些,但是在很多情况下,
不同的方法将导致不同的估计量.

例
对于正态总体,矩估计和 MLE给出了两种关于方差的估计量.

这一节我们将介绍一些评价统计量的基本准则并用这些准则来检查几个
估计量.
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均方误差

定义 (MSE)

参数 θ的估计量W 的均方误差 (mean squared error,简记为 MSE)是由
Eθ(W − θ)2 定义的关于 θ的函数.

偏差-方差分解:

Eθ(W − θ)2 = VarθW + (EθW − θ)2 = VarθW + (BiasθW)2

证明方法: 加一项减一项.
对一个无偏估计量,我们有

Eθ(W − θ)2 = VarθW

因此,如果一个估计量是无偏的,它的 MSE就是它的方差.
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正态 MSE

正态总体 N(µ, σ2)中两个估计量的 MSE是

E(X̄ − µ)2 = Var X̄ =
σ2

n

E
(
S2 − σ2

)2
= Var2 =

2σ4

n − 1

Var
(n − 1)S2

σ2
= Var χ2

n−1

(n − 1)2

σ4
VarS2 = 2(n − 1)

VarS2 =
2(n − 1)σ4

(n − 1)2

=
2σ4

(n − 1)
,
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正态总体中方差的估计

σ̂2
MLE =

1
n

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
=

n − 1
n

S2. 直接计算得到

σ̂2
MLE = E

(
n − 1

n
S2

)
=

n − 1
n
σ2

所以 σ̂2 是 σ2 的一个有偏的估计量. σ̂2 的方差也可以计算如下

Var σ̂2 = Var

(
n − 1

n
S2

)
=

(
n − 1

n

)2

VarS2 =
2(n − 1)σ4

n2

于是,它的 MSE是

E
(
σ̂2 − σ2

)2
=

2(n − 1)σ4

n2
+

(
n − 1

n
σ2 − σ2

)2

=

(
2n − 1

n2

)
σ4

这样我们有

E
(
σ̂2 − σ2

)2
=

(
2n − 1

n2

)
σ4 <

(
2

n − 1

)
σ4 = E

(
S2 − σ2

)2

这说明 σ̂2 具有比 S2 更小的 MSE.这样用偏倚抵换方差, MSE得到改善.
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例: Bernoulli

设 X1, · · · ,Xn 是来自概率质量函数为下式的总体的一组随机样本

Pθ(X = x) = θx(1 − θ)1−x , x = 0或1, 0 ⩽ θ ⩽
1
2

(a)求 θ的矩估计量和极大似然估计量.
(b)求以上两种估计量的均方误差.
(c)哪个估计量被优先选用? 论证你的选择.
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解答

矩估计:

EX = θ =
1
n

∑
i

Xi = X̄ ⇒ θ̃ = X̄

极大似然估计:
L(θ | X) = θ

∑n
i=1 Xi (1 − θ)n−∑n

i=1 Xi

对数似然函数:

log L(θ) =
n∑

i=1

Xi log(θ) + (n −
n∑

i=1

Xi) log(1 − θ)

对数似然函数的导数:

∂ log L(θ)
∂θ

=

∑n
i=1 Xi

θ
−

n −∑n
i=1 Xi

1 − θ
set
= 0
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解答

由于
∂ log L(θ)
∂θ

=

∑n
i=1 Xi − nθ
θ(1 − θ) , 0 ⩽ θ ⩽

1
2
.

当 X̄ ≤ 1
2
时,似然函数可以取到极大值点, θ̂ = X̄ ;当 X̄ >

1
2
时,似然函数

递增, θ̂ =
1
2

. 于是 θ̂ = min{X̄ , 1/2}.

学业辅导中心 数理统计 week 7 9 / 29



解答
矩估计的 MSE:

MSE(θ̃) = Var θ̃ + bias(θ̃)2 = (θ(1 − θ)/n) + 02 = θ(1 − θ)/n

= E(X̄ − θ)2 =
n∑

y=0

(y
n
− θ

)2
(

n
y

)
θy(1 − θ)n−y .

其中 Y =
n∑

i=1

Xi ∼ Binomial(n, θ).

MLE的 MSE:

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 =
n∑

y=0

(θ̂ − θ)2
(

n
y

)
θy(1 − θ)n−y

=

[n/2]∑
y=0

(y
n
− θ

)2
(

n
y

)
θy(1 − θ)n−y +

n∑
y=[n/2]+1

(
1
2
− θ

)2 (
n
y

)
θy(1 − θ)n−y .
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解答

MSE(θ̃) −MSE(θ̂) =
n∑

y=[n/2]+1

(y
n
− θ

)2
−

(
1
2
− θ

)2 ( n
y

)
θy(1 − θ)n−y

=
n∑

y=[n/2]+1

(
y
n
+

1
2
− 2θ

) (
y
n
− 1

2

) (
n
y

)
θy(1 − θ)n−y

> 0

因此当 0 < θ ≤ 1/2时,应选择 MLE.(注意在 θ = 0时,两个估计量的
MSE都是 0.)
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最佳无偏估计量

若W1 和W2 都是参数 θ的无偏估计量,即 EθW1 = EθW2 = θ,则它们的
均方误差就等于它们的方差,所以我们应当选择方差比较小的那个估计
量. 如果我们能找到一个具有一致最小方差的无偏估计量--最佳无偏估计
量--那么我们的任务就完成了.
在开始这个进程之前我们指出,虽然我们要处理无偏估计量,但是这里以
及下一节的结论实际上更为一般. 假定有 θ的一个估计量W∗,其期望为
EθW∗ = τ(θ) , θ,而我们感兴趣于研究W∗ 的价值. 考虑估计类

Cτ =
{
W : Eθ(W) = τ(θ)

}
由于对任何W1,W2 ∈ Cτ,BiasθW1 = BiasθW2,于是

Eθ (W1 − θ)2 − Eθ (W2 − θ)2 = VarθW1 − VarθW2

这样,在类 Cτ 中对MSE的比较就可以仅基于对方差的比较. 因此,虽然
我们是在用无偏估计量的术语讲话,而实际上是比较具有相同期望 τ(θ)
的估计量.
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最佳无偏估计量

定义 (UMVUE)

估计量W∗ 称为 τ(θ)的最佳无偏估计量（best unbiased estimator）如果
它满足 EθW∗ = τ(θ)对所有 θ成立,并且对任何一个其他的满足
Eθ(W) = τ(θ)的估计量W,都有 VarθW∗ ⩽ VarθW 对所有 θ成立. W∗ 也
称为 τ(θ)的一致最小方差无偏估计量 (uniform minimum variance
unbiased estimator,简记 UMVUE).
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CRLB

定理 (Cramér-Rao不等式)

设 X1, · · · ,Xn 是具有概率密度函数 f(x | θ)的样本,令
W(X) = W (X1, · · · ,Xn)是 τ(θ)的一个无偏估计量,满足积分求导可交
换,即,

d
dθ

EθW(X) =

∫
X

∂

∂θ
[W(x)f(x | θ)]dx

和
VarθW(X) < ∞

则有

Varθ(W(x)) ⩾

(
d
dθEθW(X)

)2

Eθ
((
∂
∂θ log f(X | θ)

)2
)
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CRLB

证明思路:
1

Varθ

(
∂

∂θ
log f(X | θ)

)
= Eθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2

2

Covθ

(
W(X),

∂

∂θ
log f(X | θ)

)
=

d
dθ

EθW(X)

3

[Cov(X ,Y)]2 ⩽ (VarX)(VarY)

综合以上三步, CRLB就证明出来了.
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Step 1

根据方差的定义,

Varθ

(
∂

∂θ
log f(X | θ)

)
= Eθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2 + [

Eθ

(
∂

∂θ
log f(X | θ)

)]2

而根据条件的积分求导可交换,取W(X) = 1,有

Eθ

(
∂

∂θ
log f(X | θ)

)
=

d
dθ

Eθ[1] = 0
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Step 2

对得分函数做如下变换,

d
dθ

EθW(X) =

∫
X

W(x)
[
∂

∂θ
f(x | θ)

]
dx

= Eθ

W(X)
∂
∂θ f(X | θ)
f(X | θ)

 （前式乘以f(X | θ)/f(X | θ))

= Eθ

[
W(X)

∂

∂θ
log f(X | θ)

]
(对数的性质)

于是

Covθ

(
W(X),

∂

∂θ
log f(X | θ)

)
= Eθ

(
W(X)

∂

∂θ
log f(X | θ)

)
=

d
dθ

EθW(X)
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独立同分布下的 CRLB

定理
在上述定理的假设下,附加假定 X1, · · · ,Xn 是 iid的,具有概率密度函数
f(x | θ),则

Varθ(W(X)) ⩾

(
d
dθEθW(X)

)2

nEθ
((
∂
∂θ log f(X | θ)

)2
)

只需证明

Eθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2 = nEθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2
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证明独立同分布下的 CRLB

根据独立同分布,

Eθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2 =Eθ


 ∂∂θ log

n∏
i=1

f (Xi | θ)
2

=Eθ


 n∑

i=1

∂

∂θ
log f (Xi | θ)

2 (对数的性质)

=
n∑

i=1

Eθ

( ∂∂θ log f (Xi | θ)
)2 + (平方展开)

n∑
i,j

Eθ

(
∂

∂θ
log f (Xi | θ)

∂

∂θ
log f (Xj | θ)

)
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证明独立同分布下的 CRLB

对于 i , j,根据独立性,我们有

Eθ

(
∂

∂θ
log f (Xi | θ)

∂

∂θ
log f (Xj | θ)

)
=Eθ

(
∂

∂θ
log f (Xi | θ)

)
Eθ

(
∂

∂θ
log f (Xj | θ)

)
=0

根据同分布,我们有

n∑
i=1

Eθ

( ∂∂θ log f (Xi | θ)
)2 = nEθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2
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信息不等式

数量 Eθ

( ∂∂θ log f(X | θ)
)2叫做样本的信息数 (Information number),或

Fisher信息量 (Fisher information)。这个术语反映这样一个事实,信息量
为最佳无偏估计量在 θ处的方差给出了一个界. 当信息量增大,我们就掌
握关于 θ更多的信息,从而就有一个较小的对于最佳无偏估计方差的界.
事实上, Cramér-Rao不等式这个术语也可以换成信息不等式
(Information Inequality).
对于任何可微函数 τ(θ),我们现在对于任何满足 CRLB且 EθW = τ(θ)的
估计量W 的方差有一个下界. 这个界仅依赖于 τ(θ)和 f(x | θ)并且是方
差的一致下界. 任何一个估计量W 满足 EθW = τ(θ)而且达到了这个下
界,它就是 τ(θ)的一个最佳无偏估计量.
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信息论

离散随机变量 X 的熵 (entropy)定义为

H(X) = E
(
log

1
PX(X)

)
=

∑
x∈X

PX(x) log
1

PX(x)
.

设离散随机变量 X 的真实概率分布为 PX(x), x ∈ X,估计概率分布为
QX(x), x ∈ X,X 的交叉熵 (cross entropy)定义为

H(P,Q) = E
(
log

1
QX(X)

)
=

∑
x∈X

PX(x) log
1

QX(x)
,

相对熵 (relative entropy)定义为

D(P∥Q) = E
(
log

PX(X)

QX(X)

)
=

∑
x∈X

PX(x) log
PX(x)
QX(x)

.
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信息论

一对离散随机变量 (X ,Y)的联合熵 (joint entropy)定义为

H(X ,Y) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

P(x, y) log
1

P(x, y)
,

条件熵 (conditional entropy)定义为

H(X | Y) =
∑
y∈Y

P(y)
∑
x∈X

P(x | y) log 1
P(x | y) .

在机器学习实现中,一些损失函数往往被称为 cross-entropy loss,对应的
就是数理统计中的对数似然函数.

学业辅导中心 数理统计 week 7 23 / 29



达到 CRLB

定理
设 X1, · · · ,Xn 是 iid的,具有概率密度函数 f(x | θ),其 f(x | θ)满足

Cramér-Rao定理的条件. 令 L(θ | x) =
n∏

i=1

f (xi | θ)表示似然函数. 如果

W(X) = W (X1, · · · ,Xn)是 τ(θ)的任意一个无偏估计量,则W(X)达到
Cramér-Rao下界当且仅当

a(θ)[W(x) − τ(θ)] = ∂

∂θ
log L(θ | x)

对某一函数 a(θ)成立.

证明即根据 Cauchy不等式的取等条件. 等号成立当且仅当W(x) − τ(θ)

和
∂

∂θ

n∏
i=1

f (xi | θ)成比例.
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Bayes估计

在经典方法中,参数 θ被认为是一个未知、但固定的量. 从以 θ为指标的
总体中抽取一组随机样本 X1, · · · ,Xn,基于样本的观测值来获得关于 θ的
知识. 在 Bayes方法中, θ被考虑成一个其变化可被一个概率分布描述的
量,该分布叫做先验分布 (prior distribution). 这是一个主观的分布,建立
在试验者的信念上,而且见到抽样数据之前就已经用公式制定好了 (因而
名为先验分布). 然后从以 θ为指标的总体中抽取一组样本,先验分布通
过样本信息得到校正. 这个被校正的先验分布叫做后验分布（posterior
distribution）。这个校正工作是通过 Bayes法则完成的,因而称为 Bayes
统计.
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Bayes估计方法

如果我们把先验分布记为 π(θ)而把样本分布记为 f(x | θ),那么后验分布
是给定样本 x 的条件下 θ的条件分布,就是
π(θ | x) = f(x | θ)π(θ)/m(x), (f(x | θ)π(θ) = f(x, θ))
这里 m ( x )是 X 的边缘分布,由下式得出,

m(x) =
∫

f(x | θ)π(θ)dθ

注意这个后验分布是一个条件分布,其条件建立在观测样本上. 现在用这
个后验分布来作出关于 θ的推断,而 θ仍被考虑为一个随机的量. 例如,
后验分布的均值就可以被用作 θ的点估计.
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共轭族

定义
设 F 是概率密度函数或概率质量函数 f(x | θ)的类 (以 θ为指标). 称一个
先验分布类 Π为 F 的一个共轭族 (conjugate family),如果对所有的
f ∈ F ,所有的 Π中的先验分布和所有的 x ∈ X,其后验分布仍在 Π中.

我们可以用以下的例子理解: 设 X ∼ N
(
θ, σ2

)
,假定 θ的先验分布是

N
(
µ, τ2

)
.（这里我们假定 σ2, µ和 τ2 都已知. ）θ的后验分布也是正态分

布,均值与方差由以下给出

E(θ | x) = τ2

nτ2 + σ2

n∑
i=1

Xi +
σ2

σ2 + nτ2
µ

Var(θ | x) = σ2τ2

σ2 + nτ2
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Bayes估计

x̄, θ的联合密度是

f(x̄, θ) = f(x̄ | θ)π(θ) =
√

n
√

2πσ
e−n(x̄−θ)2/(2σ2) 1

√
2πτ

e−(θ−µ)
2/2τ2 .

对于指数项,

−n
2σ2

(x̄ − θ)2 − 1
2τ2

(θ − µ)2 = − 1
2v2

(θ − δ(x))2 − 1
τ2 + σ2/n

(x̄ − µ)2,

其中 δ(x) =
(
τ2x̄ +

(
σ2/n

)
µ
)
/
(
τ2 + σ2/n

)
, v2 =

(
σ2τ2/n

)
/
(
τ2 + σ2/n

)
.

于是

f(x, θ) = n
(
θ, σ2/n

)
× n

(
µ, τ2

)
= n

(
δ(x), v2

)
× n

(
µ, τ2 + σ2/n

)
.
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Bayes估计

E(θ | x) = τ2

nτ2 + σ2

n∑
i=1

Xi +
σ2

σ2 + nτ2
µ

Var(θ | x) = σ2τ2

σ2 + nτ2

注意正态分布族是自身的共轭族. 再利用后验均值,我们得到 θ的 Bayes
估计量是 E(θ | x).
这个 Bayes估计量又是先验均值和样本均值的一个线性组合. 注意如果
允许先验方差 τ2 趋于无穷, Bayes估计量就趋于样本均值. 我们可以对
这个估计量作如下的解释,当先验信息越不明确,则 Bayes估计量就倾向
于给予样本信息越多的权重. 而另一方面,当先验信息良好而 σ2 > τ2 时,
则更多的权重给予先验均值.
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